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INTRODUCTION

La dérivation fractionnaire est une facon synthétique aeidedes comportements intermédiaires
entre les dérivées classiques. Cela se voit simplementielaosnaine fréquentiel ou ces modeéles ap-
paraissent comme des généralisations ou transitions kstriéitres analogiques du traitement du
signal. Dans le domaine temporel en revanche, il en va tanément, car la dérivée fractionnaire
agit comme une convolution dans le temps, et ne se limite pawedrise de dérivée autour d’'un
instant donné, comme dans le cas entier : cela donne desesayiéllifiés d’héréditaires.

Au cours de cette journée, nous aborderons ces différepectsdes modeéles fractionnaires, en
prenant soin de mettre en avant les différents champs desmamce qui peuvent et doivent se croi-
ser pour donner vie a un objet mathématiquement délicaprgaid tout son sens si I'on accepte de le
regarder du point de vue traitement du signal, automatigoealyse numérique, et optimisation avec,
toujours en ligne de mire, la richesse des applications &leamque, notamment en modélisation de
'amortissement.

Cette journée d'étude esuverte aussi bien aux universitaires qu’aux industrielsdésireux
d’élargir leurs connaissances ou souhaitant se rensesgingies technigues innovantes et encore peu
connues. Dans les présentations, I'accent est délibétémisrsur les cas pratiques ou ces techniques
ont déja montré tout leur potentiel. En particulier, la &aldnde et les discussions entre les exposées
sont ouvertes afin d'exprimer les avis et besoins des indistronfrontés a ce type de problémes et
soucieux d’améliorer les transferts vers les applications

Ce fascicule propose un résumé de chacune des présen@itmgournée, ainsi qu’une biblio-
graphie commentée, dont le but est d’aider et d’orientealafiteurs soucieux d’en savoir plus vers
les publications existantes.

Paris, le 16 Novembre 2006,
Les organisateurs :

Jean-Francois BU
(Cnam Paris),

Francois uBOIS
(Cnam Paris & Univ. Paris sud),

Ana Cristina QLUCIO BOURDET
(EADS CCR France),

Denis MATIGNON
(ENST Paris)

Olivier THOMAS
(Cnam Paris).



Cnam Paris — 17 novembre 2006 Dérivation fractionnaire en mécanique




Dérivation fractionnaire en mécanique Cnam Paris — 17 novembre 2006

DEFINITIONS DE BASE

Denis Matignon

Département Traitement du Signal et des Images (TSI), CNRR 5141,
Ecole Nationale Supérieure des Télécommunications (ENST)
37-39, rue Dareau 75014 Paris,

denis.matignon@enst.fr
http ://www.tsi.enst.frtmatignon/hdr.html

Nous donnons quelgues exemples d’application de la dinvdtactionnaire désormais clas-
siques, puis nous rappelons brievement des référencesagiea Cette courte page est extraite es-
sentiellement du chapitre de livre [36], dont la versionlaisg est a paraitre [39].

1 Champs d’'application

La modélisation de certains phénomenes physiquesaditémoire longu@eut s’effectuer par
I'introduction de termes intégro-différentiels a noyaibfament singuliers (c’est-a-dire localement
intégrables, mais pas nécessairement continus, coffimdorsque0 < « < 1) dans les équations
de la dynamique des matériaux ; ceci est trés fréquenismmélasticité linéaire a mémoire longue
par exemple, ou une relation contrainte—déformatignamique fractionnairgpeut étre proposée :
voir [6] pour la viscoélasticité, [25] et [26] pour une présation un peu plus formalisée, [2] pour un
exemple riche et bien détaillé, [3] pour une analyse modalegime forcé ou [5] pour une analyse
modale en régime transitoire, et enfin [8] pour une modédinagui fait intervenir une équation aux
dérivées partielles avec dérivée fractionnaire en temps.

Il existe également des applications a la modélisatiochémie des polymerdd] ; ou a la modéli-
sation dedynamiques a l'interface de structures fractale®ir [47] pour I'aspect physique appliquée,
et par exemple [20] pour I'aspect physique théorique.

De plus, la dérivation fractionnaire peut apparatigturellementiorsqu’un phénoméne dyna-
mique est fortement conditionné par la géométrie du probleérnmn exemple simple, treés instructif,
est présenté dans [66].

Nous conseillons tout particulierement I'ouvrage [9] pdernombreux exemples en mécanique
des milieux continus. Les références [18, 31, 40, 33, 41387 23] montrent une modélisation de
phénomenes viscothermiques en acoustique. Enfin, 'oaa6] présente de nombreuses applica-
tions en sciences pour l'ingénieur.

2 Théories

La théorie de la dérivation fractionnaire remonte a plusiesiecles déja : un exposé historique
détaillé est donné en introduction de [53]; de plus, cet agerest sans doute I'un des premiers a
rassembler des résultats épars.

Récemment, une synthese théorique a été proposée dansi4@&}tains aspects algébriques des
équations différentielles fractionnaires d’ordre ratiehsont complétement développés.

Sur le plan mathématique, I'ouvrage russe [61] fait audqrit regroupe un ensemble de défini-
tions et de théories absolument unique. Notons que le nsadiélin par dérivation fractionnaire sera

3



Cnam Paris — 17 novembre 2006 Dérivation fractionnaire en mécanique

facilitée au lecteur qui connaitra les bases de la théos@idéributions (voir notamment [62, 21, 19]),
le calcul des résidus pour les fonctions de la variable cergp{voir [17, 10, 27, 16]), et qui aura une
certaine connaissance des fonctions spéciales de la plkytigorique ([49, 7, 28, 16]).

Concernant les opérateurs pseudo-différentiels, noesocis [65, chapitre 7], et pour la notion de
représentation diffusivée premier article a notre connaissance sur le sujet esg[bl qui utilise des
notions déja présentes dans [15]; ces dix derniéres anladbgmatique s'est beaucoup développée,
et on pourra consulter notamment I'ouvrage [44], pour lereddéorique général et de nombreuses
applications.

3

Plan de I'exposé

Dans cet exposé d’introduction au calcul fractionnairaysnaborderons les points suivants :

1.

Définitions temporelles: nous distinguerons, en prenant soin de les relier, lesitéfia de
Caputo, de Riemann & Liouville et celle de Schwartz.

. Définitions fréquentielles: nous examinerons la transformée de Laplace, celle de éroetri

les diagrammes de Bode correpondants de I'intégrateur éédvateur fractionnaires.

. Fonctions propres de Mittag-Leffler : nous montrerons que ces fonctions jouent le méme

role, fondamental, que la fonction exponentielle pour lggadions différentielles ordinaires,

car elles nous permettront de résoudre les équations afitiétles fractionnaires linéaires et
a coefficients constants, en distinguant la réponse libla déponse forcée. Nous donnerons
la condition nécessaire et suffisante de stabilité due agdati [32, 34] et analyserons des
exemples d'oscillateurs 1-D avec amortissement fracaoenillustrés par des simulations nu-
mériques.

. Représentation diffusive: pour finir, nous présenterons brievement la réponse inguuislle,

la réponse fréquentielle et le systéme dynamique assogigsiliimode apériodique toujours
présent dans les systémes fractionnaires. Nous montremmment un simple bilan d’éner-
gie permet d’envisager I'analyse d’'oscillateurs 1-D aveodissement non-standard (exemple
d’ordres de dérivations non rationnels, ou de dérivataaigtibnnaires non idéaux, par exemple
bornés en fréquences, ...). Nous citerons a titre d’exesiiptamodeles de I'électromagnétisme :
Debye ou Maxwell, Cole-Cole, Davidson-Cole, Havriliakgseni qui, tous, sont diffusifs sans
étre, stricto sensu, fractionnaires.
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IDENTIFICATION :

LA DERIVEE FRACTIONNAIRE DANS LE COMPORTEMENT
VIBRATOIRE DES MATERIAUX ET STRUCTURES

Yvon Chevalie®  Tibi Beda®
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Equipe Vibroacoustique du LISMMA,
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L'amortissement dans les matériaux est une source nongeédlie de dissipation d’énergie vi-
bratoire dans les structures, les micro-frottements audes liaisons assurant un complément com-
parable. Si'amortissement spécifique (rapport de I'éieetiissipée sur un cycle a I'énergie fournie)
reste une approche globale trés générale du phénomenmtégre pas les mécanismes intimes du
phénomeéne de dissipation qui peuvent étre développésiagaita physique de la structure vibra-
toire. Une modélisation globale de la dissipation par I'aissement visqueux (dépendance de la
vitesse) permet de représenter la physique de maniéerstetali efficace. Le probleme d’identifica-
tion (choix du modéle, paramétrique ou non paramétriquedless ouvert : recalage des parametres
dans les modéles paramétriques.

Dans le domaine des matériaux, I'approche viscoélastilijuea(re ou non) est tres adaptée a la
modélisation des phénoménes d’amortissement (cf. [1]et{83]).

> Elle permet de globaliser tous les phénoménes dissipaéifiseitaires,

> elle est compatible avec la thermodynamique des milieuximas et facilite I'introduction de
variables internes permettant d'interpréter les phén@séiysiques, (cf [4]),

> elle est le siege de nombreux modéles paramétriques perfdsnfopérateurs différentiels,
modéles rhéologiques),

> son formalisme rigoureux rentre dans le cadre de I'utilisat’outils mathématiques adaptés.

L'approche paramétrique ajustée sur des résultats expataux (cf. [5], [6]) par la dérivée frac-
tionnaire, permet de modéliser de maniére économique Iédrimax dans une large gamme de fré-
quences (cf. [7], [8] et [9]). La dérivée fractionnaire rieaen régime fréquentiel autorise un passage
en régime temporel respectant les lois de la physique (perae causalité par exemple).

L'approche du comportement viscoélastique paramétrigqueal@rivée fractionnaire sera illustrée

par des méthode récentes d’identification des parameétragiage résultats expérimentaux sur plu-
sieurs matériaux.
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SYSTEMES DIFFERENTIELS FRACTIONNAIRES ET
IRRATIONNELS : APPROXIMATION ET OPTIMISATION.

Thomas Hélie
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Les systéemes linéaires différentiels fractionnaires sliffitiles et colteux a simuler dans le do-
maine temporel. Dans le domaine de Laplace, ils présenensidigularités standard de type podle
mais aussi de type coupure. Nous montrerons comment cetigsarde singularités permet de four-
nir des représentations intégrales (appelées aussi espadions diffusives) de ces systémes aussi
bien dans le domaine de Laplace que le domaine temporel epessentations exactes permettent de
définir assez naturellement des approximations dont lespetres peuvent s’obtiennent soit par une
méthode d’interpolation soit par optimisation. La preraiéréthode peut conduire a des approxima-
tions convergentes mais de haute dimension. La secondespdiaboutir a des approximations trés
efficaces pour des choix de critéres (mesure de pondéraéigularisation, contraintes) bien adaptés
aux applications visées.

Nous présenterons ces résultats sur plusieurs examplesetorfsystemes fractionnaires mais
aussi des systémes plus généraux de fonctions de tramedéidrinelles).
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In many applications in science and engineering, one neefilsd fractional derivatives or inte-
grals of a given function or to solve a (partial or ordinarggdtional differential equation. However,
normally it is impossible to find exact analytical expressidor the solution of the problem at hand.
This is true already in situations where the given functiog. ¢he function that needs to be differen-
tiated or integrated, or the right-hand side of the difféi@drequation) is of a relatively simple nature.
And even if one is in the lucky position to have found an anealgblution, then this solution is likely
to be of a very complicated form (typically an expressioroilming special functions or other types
of infinite series), so that it cannot be handled convenjeifitius there is a large demand for efficient
and reliable numerical methods in fractional calculus.

In this talk, we shall therefore discuss a number of numéenezthods that can be used to compute
approximate solutions for problems of the types mentiortsavea. We will restrict our attention to
problems involving fractional derivatives or integrals Remann-Liouville and Caputo type. Since
most applications require the solution of fractional difietial equations of the form

Dy(t) = f(ty(t))

(augmented by some properly chosen initial or boundary itiond), the main focus of the talk will
be on this class of problems. Due to the lack of time, we will lIo® able to talk about multi-order
fractional differential equations like

Dry(t) = f(t,y(t), DM y(t), D*?y(t),..., D y(t)),

a class of equations that introduces a whole set of additimwa difficulties [3, 4].

In particular, we shall compare algorithms based on the @alohLetnikov approach [9, 10]
(already discussed in the classical book of Oldham and 8p§i8]), algorithms based on Lubich’s
fractional generalization of linear multistep methods,[12] (the most important subclass of which is
formed by fractional backward differentiation formulasidealgorithms based on classical numerical
integration techniques [2, 5, 6]. Finally we talk about aygmhes that have been tailored for certain
very specific problems [1].
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Among the specific questions to be discussed we shall have :

> What can we say about the (theoretical) order of convergehtee algorithms ?

> Can we reduce the inherent arithmetic complexity (which @&nty due to the non-locality of
fractional differential operators) ? Podlubny [14] and dF@end Simpson [8] have dealt with
approaches in this context.

> Given a formal mathematical (i.e. theoretical) descriptad a rapidly convergent algorithm,
how can we implement it in a reliable way in practice ? It hasrbghown in [7] that this may
be a highly difficult task.

Based on the answers for these questions, we will identifyesprototype algorithms for the most
common problems. These algorithms are going to form the @baesoftware library that is presently
under development at GNS.
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Many investigations have demonstrated the potential @oakastic materials to improve the dy-
namics of lightly damped structures. There are numerousntgaes to incorporate these materials
into structures. The constrained layer passive dampirgjrirent is already largely used to reduce
structural vibrations, especially in conjunction with igetcontrol [2, 10, 16]. One of the crucial
questions is how to quantify such a material damping if tteealastic solid has a weak frequency
dependence on its dynamic properties over a broad frequemge. Classical linear viscoelastic
models, using integer derivative operators, convolutiotegral or internal variables, become cum-
bersome due to the high quantity of parameters needed toiloeshe material behavior. In order
to overcome these difficulties, fractional derivative @ters acting on both, strain and stress can be
employed.

Until the beginning of the 80s, the concept of fractionalivigives associated to viscoelasticity
was regarded as a sort of curve-fitting method. Later, Bagel/Torvik [1] gave a physical justifica-
tion of this concept in a thermodynamic framework. Theicfranal model has become a reference
in literature. Special interest is today dedicated to thelémentation of fractional constitutive equa-
tions into FE formulations. In this context, the numericathods in the time domain are generally
associated with the Griinwald formalism for the fractionales derivative of the stress-strain rela-
tion in conjunction with a time discretization scheme. Mofthe approaches found in literature are
restricted to single-degree-of-freedom systems andypar-gtructures although the numerical investi-
gation can be sophisticated (see, for example, [15, 6, 5]Xh® other side, the numerical community
is interested in the approximation of fractional derivasv One refers to the pioneering theoretical
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work of Lubich [13] and the state of the art proposed by Dikthet al. [3]. Most applications use
the discrete convolution formula proposed by Grinwaldailetv [11, 12]. Another direction could
be autonomous systems in the context of diffusive repraiens [14, 18, 17].

This work is split up in two parts. The first one concerns adiriiement formulation for transient
dynamic analysis of sandwich beams with embedded visdaelasiterial using fractional deriva-
tive constitutive equations. The sandwich configuratiomamposed of a viscoelastic core (based
on Timoshenko theory) sandwiched between elastic facese¢ban Euler-Bernoulli assumptions).
The viscoelastic model used to describe the behavior of dhe is a four-parameter fractional de-
rivative model. Concerning the parameter identificatiorstrategy to estimate the fractional order
of the time derivative and the relaxation time is outlineding-fitting aspects are focused, showing
a good agreement with experimental data. In order to impierie viscoelastic model into the fi-
nite element formulation, the Grinwald definition of thectranal operator is employed. To solve
the equation of motion, a direct time integration methodeldasn the implicit Newmark scheme is
used. One of the particularities of the proposed algoritia® ih the storage of displacement history
only, reducing considerably the numerical efforts relai@dhe non-locality of fractional operators.
After validations, numerical applications are presentedrder to analyze truncation effects (fading
memory phenomena) and solution convergence aspects.n/estigation was carried out in [9] and
thoroughly described in the PhD thesis [7].

The second part of this work focus on the development of a nigalenethod based on the Gear
scheme — which is a three-level step algorithm, backwardme &and second order accurate — for
the approximation of fractional derivatives (see [8]). &ft first tentative [4] for preliminary tests
using semi-derivatives, we focus on i) the analytic detaation of the coefficients of the numerical
scheme and ii) a set of preliminary tests in order to derivkem of convergence. Herein, the formal
power of the Gear scheme is proposed to approximate fradtaerivative operators in the context
of finite difference methods. Some numerical examples asgmted and analyzed in order to show
the effectiveness of the present Gear scheme at the pevwéf-scheme) when compared to the
classical Griinwald-Letnikov approximation. In partiaufar a fractional damped oscillator problem,
the combined &-Newmark scheme is shown to be second-order accurate.
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Il existe un lien direct entre la dynamique de processusnsgguement simples en géométries
fractales et les équations différentielles d’ordre fragtiaire. Ce sont entre autres les géométries frac-
tales qui ont permis dés 1977 de pointer I'importance de pe tyéquation pour le traitement des
systemes récursifs et d’en donner par ailleurs une intefioé analytique en terme de théorie des
distributions. Cette analyse a largement été confirmée'@grdrience en dépit de réserves toujours
vivantes.

L'importance de l'interprétation géométrique n’est passpllans les réserves formulées que dans
'usage qui est fait du concept de fractalité pour biaiserdquations différentielles d’'ordre entier.
Elle est plutét dans la capacité de projections scientiiqueéautorise l'interprétation géométrique
des équations différentielles fractionnaires. Nousiiter®ns notre propos au moyen de trois exemples
a notre sens emblématiques.

> D’'une part la réponse dynamique des processus brownieosofraaires plongés dans des
géométries fractales.

> D’autre part I'ouverte que propose la thermodynamiqudssiqtie fractionnaire pour des pro-
cessus stationnaires ou de «méta équilibres» dans desraminents complexes.

> Enfin la perspective tracée par l'interprétation de la comjee de Riemann en terme de pié-
geage de phase associé a I'opérateur d’ordege

L'auteur souhaite remercier L. Nivanen et A. El Kaabouchoupleur collaboration aux re-
cherches évoquées.
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