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HOMOGENEISATION
PAR DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES MIXTES.
CALCUL DES VIBRATIONS DE MILIEUX ELASTIQUES
A STRUCTURE PERIODIQUE

par

Roger OHAYON (*)

RESUME

Aprés avoir rappelé briévement les diverses méthodes d’homogénéisation de structures
hétérogénes périodiques (travaux de . L. Lions, G. Duvaut, L. Tartar, E. Sanchez-Palencia...),
nous présentons une méthode mixte d’homogénéisation utilisant la technique de développement
asymptotique avec échelles multiples employée par les auteurs précités, simultanément sur les
variables primales et duales du probléme. Il en résulte une simplification notable des calculs,
notamment pour des opérateurs d’ordre quatre relevant de théories du second gradient en méca-
nique des milieux continus [1, 2]. La méthode est illustrée sur le calcul des vibrations harmo-
niques de structures hétérogénes périodiques. Des résultats numériques sont présentés et
démontrent une fois de plus I'intérét des méthodes d’homogénéisation actuelles.

Descripteurs (thésaurus CEDOCAR) : Méthodes éléments finis — Vibration structure — Homo-
généisation — Développement asymptotique.

HOMOGENIZATION BY MIXED ASYMPTOTIC EXPANSIONS.
COMPUTATION OF THE VIBRATIONS OF ELASTIC MEDIA
WITH PERIODIC STRUCTURE

SUMMARY

We introduce briefly the various homogenization methods for heterogeneous periodic
structures (following the studies of J. L. Lions, G. Duvaut, L. Tartar, E. Sanchez-Palencia). We
then introduce and propose a mixed method of homogenization using the asymptotic expansions
of multi-scale type introduced by the aforementioned authors, for the primal and dual variables
simultaneously. By doing this, the fourth-order problems relevant of second gradient theories
in mechanics of continuous media become much simpler to handle [1, 2]. Finite element results
are presented for the cases of harmonic vibrations of heterogeneous periodic structures such as
rings and show the interest and the efficiency of homogenization theories.

Descriptors (NASA thesaurus): Structural vibration — Homogenizing — Finite element method.

(*) Chef de Section de Rechexche & I'O.N.E.R.A.
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110 R. OHAYON. — HOMOGENEISATION PAR DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

I. — INTRODUCTION

Il. — GENERALITES

Les systémes complexes tels que les structures inter-
étages de lanceurs, les réservoirs partiellement remplis
de liquide, font.intervenir trés fréquemment des coques
minces de révolution munies de raidisseurs périodique-
ment répartis. Le calcul par éléments finis des vibrations
harmoniques de telles structures qui nécessite, du fait de
la rupture de la symétrie de révolution, un grand nombre
de degrés de liberté, est grandement facilité par les consi-
dérations suivantes :

a) utilisation du concept de symétrie et de résultats
issus de la théorie des groupes, ramenant le probléme a
I'étude d'une cellule élémentaire dans le cas ol la longueur
d’onde du phénomeéne vibratoire est de ’ordre de grandeur
des dimensions de la cellule (faible nombre de raidisseurs).

b) utilisation des concepts d’homogénéisation [3, 13] en
établissant une loi de comportement « homogénéisée »
permettant I'étude d’une structure de révolution « équiva-
lente » dans le cas oi1 'on s’intéresse & des vibrations dont
la longueur d’onde est grande devant les dimensions de
la cellule (cas d’'un nombre important de raidisseurs)-

Ces deux concepts sont complémentaires : en effet, le
second fait intervenir, si I'on utilise une méthode d’homo-
généisation par développements asymptotiques avec
échelles multiples [3, 6], aux divers ordres de ces dévelop-
pements, des correcteurs, qui permettent de prendre en
compte le nombre d’hétérogénéités et qui sont générale-
ment, lorsque 1'on dépasse I’'ordre deux, difficiles & calculer;
il vaut alors mieux recourir au premier concept. Dans le
cadre de I'homogénéisation et dans un but de simplification
des calculs, notamment pour des opérateurs d’ordre quatre
correspondant a des milieux relevant de théories du second
gradient [1, 2], on propose d'utiliser une méthode mixte
utilisant la technique de développements asymptotiques
simultanément sur les variables primales et duales du
probléme [14, 15]. On sait d’ailleurs 'intérét que présentent
les méthodes mixtes au sens de Hellinger Reissner [1, 16,
17].

1,2. — GENERALITES SUR I’HOMOGENEISATION [3, 5, 6]
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Fig. 1. — Domaine Q.

A titre d’exemple, considérons un milieu hétérogéne
occupant un domaine Q (fig. 1) et présentant une réparti-
tion assez serrée et relativement réguliére de différents
constituants, de telle sorte que l'on puisse mettre en évi-
dence une certaine périodicité d’espace. On peut supposer
que la piéce étudiée est découpée dans un matériau hété-
rogéne périodique et formé de la fagon suivante :

Considérons une cellule de base P occupant un domaine
Y (ouvert Y) défini par : Y =]0, Y{[x]0, Y,[x]0, Y5[
(fig. 2). _

On effectue une homothétie de rapport ¢; la cellule de
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Fig. 2. — Cellule de base P.

base P devient alors P, = eP. La structure réelle sera
découpée dans le milieu obtenu par reproduction de P, par

périodicité dans tout R SixeQ et yeY, ona @keVY
prés, k eN) x = ey.

Définition [5, 6] :

On appelle homogénéisation la démarche consistant en
la recherche d’un matériau homogéne qui traduit le compor-
tement d’un matériau hétérogéne a structure périodique
lorsque la période tend vers zéro (la structure interne de la
cellule de base restant, pour des problémes linéaires,
invariable).

L’'évaluation de l'erreur obtenue et la construction de
correcteurs permettant la prise en compte d'une valeur
finie de ¢ correspondra, du point de vue mathématique, a la
recherche d’une convergence forte de la solution du pro-
bléme exact vers la solution d’'un probléme homogénéisé
avec correcteurs.

Aprés avoir rappelé les diverses méthodes d’homogénéi-
sation, on présentera la méthode de développements
asymptotiques mixtes illustrée sur les vibrations harmoni-
ques de milieux élastiques bornés a structure périodique
et sur les vibrations harmoniques d’un anneau. Les résultats
numériques obtenus A partir de méthodes d’éléments
finis montrent que les théories récentes de ’homogénéisa-
tion sont trés efficaces dans la résolution de problémes
concrets correspondant a des applications actuelles.

II. — GENERALITES SUR LES DIVERSES METHODES
D’HOMOGENEISATION [4, 5, 6]

On distingue essentiellement trois méthodes d’homogéné-
isation :

1) La méthode des développements asymptotiques avec
échelles multiples [3 & 6];

2) La méthode de I'énexgie [3, 5, 6, 7, 10, 11];
3) La méthode de la moyenne [8, 9].

Ces trois méthodes conduisent au méme résultat en ce qui
concerne, en particulier, les problémes d’élasticité linéaire
ou plus généralement les problémes elliptiques linéaires.

La méthode des développements asymptotiques avec
échelles multiples, qui suppose sur le plan mathématique
une grande régularité des coefficients des opérateurs a
pour avantage, une fois la solution homogénéisée trouvée,
de fournir les termes correcfeurs et en particulier le pre-
mier terme correcteur en ¢ sans calcul supplémentaire
selon la définition suivante : si dans ’espace Y, une fonction
E caractéristique du comportement du matériau (par
exemple le module d’Young...) est périodique, alors on

x
écrira sur -l'espace Q : E%(x) = E(y) = E(—), E(y) est
€

une fonction Y-périodique et prolongée par périodicité
sur tout l'espace.
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La solution du probléme, qui elle n’est pas périodique
sera cherchée sous la forme d'un développement asympto-
tique avec échelles multiples :

ut(x) = uy(x, y) + cu (x, y) + ...
x

avec y = —et Uy, Uy .o
€

Y-périodiques.

x caractérise le comportement macroscopique, et y le
comportement local microscopique (fluctuations locales
périodiques).

La méthode de I'énergie qui ne suppose plus une telle
régularité des coefficients des opérateurs fait le plus appel
aux techniques de l'analyse fonctionnelle. Cette méthode
ne fournit pas une construction des correcteurs.

La méthode de la moyenne est celle qui fournit une inter-
prétation physique du probléme homogénéisé. En parti-
culier, elle montre que la loi de comportement homogénéi-
sée relie les valeurs moyennes des contraintes aux valeurs
moyennes des déformations, moyennes effectuées sur une
cellule élémentaire. Notons par contre que, les coefficients
de la loi de comportement homogénéisée ne sont pas les
moyennes des coefficients sur une cellule élémentaire.
Cette méthode est cependant heuristique.

Nous nous intéresserons ici A la méthode des développe-
ments asymptotiques avec échelles multiples. -

Cette méthode est habituellement exploitée en utilisant
le systeme d’équations primal du probléme, c’est-a-dire
celui obtenu en utilisant une variable d’état primale du
probléme; en élasticité c’est le champ de déplacement en
tout point du corps.

Nous nous proposons de présenter une méthode d’homo-
généisation par développements asymptotiques mixtes
[14, 18] qui consiste A utiliser la technique de développe-
ment asymptotique usuelle, non pas sur le systéme primal,
mais sur le systéme mixte correspondant, c’est-d-dire sur
le systéme exprimé a la fois en fonction des variables pri-
males et duales du probléme : en élasticité la variable duale
est comme on sait le champ de contraintes en tout point
du corps.

Cette méthode que nous développons avec quelques
détails peut s’appliquer a tous les problémes linéaires
statiques. Nous allons ici l'illustrer d’abord sur le cas des
vibrations harmoniques de milieux élastiques en retrouvant,
les résultats classiques d’homogénéisation [, 6] avant de
I'illustrer sur un cas complexe d’opérateurs faisant interve-
nir des dérivées d’ordre deux, trois et quatre : celui de
T'anneau élastique.

1. — VIBRATIONS HARMONIQUES
DE MILIEUX ELASTIQUES BORNES
A STRUCTURE PERIODIQUE
DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES MIXTES

N

1II,1. — CAS GENERAL

On considére le probléme des petits mouvements harmo-
niques d’un corps hyperélastique autour d’un état d'équi-
libre naturel et qui occupe, dans cet état, un domaine ouvert
borné Q CR® de frontiére 9O suffisamment réguliére.

La description cinématique de ce corps introduit un
espace vectoriel de formes admissibles du corps libre G
dont les éléments sont des champs de vecteurs. On désigne
par U(x) I'amplitude modale du champ de déplacements
en tout point x € Q. )

Elop"

2Q,

Fig. 3.

A chaque U €6 correspond un champ de déformations
défini par :

. DU 1[ou oU
Q) ()~é 5};+8:

la barre désignant la transposition. En coordonnées carté-
siennss (xl, Xy, x3) on a, en désignant par e, ; les composan-

-tes de D (on utilise la méme notation par D et pour D(U)) :

1[ou, oU,
e

La présence du champ de déformations D s'accompagne
d’un champ de contraintes (nous négligeons ici les effets
de précontrainte [1]) au travers de la relation de compor-
tement :

@ o(x) = A(x) (D(U))

ou encore en coordonnées cartésiennes : oy = aﬁkhakh(U).

On suppose de plus que A satisfait les propriétés usuelles
de symétrie et d’ellipticité. A peut a 'occasion étre considéré
comme élément de L(Rs; RG), de méme que D peut étre
considéré soit comme endomorphisme de R® soit comme
vecteur de R®. Nous suivrons dans ce qui suit le formalisme
intrinséque de [1].

On désigne par p(x) la masse volumique du corps
(0 <o Kol < oo).

Nous nous intéressons ici au cas ou A (x) et p(x) présentent
un caractére périodique selon la définition usuelle de

[5, 6] :

si Y =]0, Y;[x]0, Y,[x]0, Y;[ estlapériode de base et
si A(y) et p(y) sont des fonctions définies sur Y(y € Y) et
prolongées par périodicité a R® tout entier, on définit
pour tout scalaire ¢ positif destiné a tendre vers zéro :

@ A(x) = A (f) - AW)

X
@ x) =p (g) =e(y)

de sorte que A%(x) et p%(x) seront périodiques en x (x € Q)

de période Y. .
Les équations du probléme spectral du corps encastré

suivant 0Q,, C 0Q et libre sur 0Q, C 0Q ((’)QU NoQy =4,
0Qy U 0Qp = 69) s'écrivent :

Trouver A\* = [we]ﬂ (carré de la pulsation propre ms)
et U%(x), o¢%(x) tels que :

5) div o® 4 p*A°U® =0 dans Q)
® - o*=A(D(v®)) dans Q
™ o°n =0 sur 0Qp
8) Ut =0 sur 0Qy

Rech. Aérosp. — n°® 1979-2, Mars-Avril
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n désigne la normale unitaire & 0Q) extérieure a Q.
On rappelle que en coordonnées cartésiennes, (5)
s'écrit :

0
£ €
© — o+ 99U = 0,
j
Pour ¢ donrié, il est classique de démontrer, en expri-
mant usuellement (5)-- (8) en termes de U®, (astreint a
certaines conditions de régularité, en particulier,

Ut e [HI(Q)]3 avec U® =0 sur 0Qy, HY(Q)

désignant l'espace de Sobolev d'ordre un des fonctions
de carré sommable dont les dérivées-distributions sont de
carré sommable), que le systéme posséde une infinité
dénombrable de valeurs propres, chacune d’elle étant
de multiplicité finie (dégénérescence finie) [12, 18].

La méthode de développements asymptotiques mixtes
avec échelles multiples que nous proposons repose sur des
développements asymptotiques simultanés de o°(x) et de
U¢(x) considérés a priori comme indépendants, développe-
ments formels suivant les puissances de ¢ arrétés a 'ordre
un, et non pas deux comme dans la méthode usuelle sur le
systéme primal, puisque l'équation (5) devient du second
ordre en U en utilisant I'équation (6); ainsi :

(10) Us(x) = Uy(x, y) + U (x, ¥) + ... e
avec y = —
(11) o%(x) = oy(x, y) + eoy(x, ) + ... e
12) »®  =x+..
les fonctions Uy, U, ..j 6p 0y, ... étant Y-périodiques

(périodicité en 7).
On désigne par D, (U) (resp.Dy(U)) la quantité

1[ou oU a 1[ov oU v
58_x+5; pour X resp.é a’+a’ pour y e .

Les notations div, et di v, sont alors également définies.
On porte alors les développements (10), (11), (12) dans

le systéme mixte (8), (6), (7), (8) en notant classiquement

of of
qu'une dérivée — se transforme en P +

ox oy ox

' x
(dérivée de f(x, y) par rapport a x pour y = —)- Ainsi D,
€

se transforme en a_lDy + D, et div, se transforme en
—1 g .
e di v, + div,.

On obtient alors aux ordres — 1 et 0 suivant les puis-
sances de ¢, les systémes mixtes suivants :

A I'ordre — 1
(13) div,c4(x, y) =0
a9 A() (2, (Uy)) = 0
6 Uy Y-périodiques.
Remarque. — Dans le systéme d’'équations précédent,

x peut 8tre considéré comme un parameétre; on obtient
alors un systéme d’équations aux dérivées partielles avec
conditions aux limites de périodicité posé uniquement sur
la cellule de base Y. C’est ainsi que le probléme de départ,
posé initialement dans (), se raméne i des problémes
statiques sur Y en ce qui concerne la détermination de la
loi de comportement homogénéisée qui servira & résoudre
le probléme homogénéisé posé lui sur Q :

A I'ordre 0
(18) divycr1 (x, y) = —div,5,(x, 7) — e (MU, ¥)
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18) AW (D, (Uy(x 1)) =— AF) (D, (Uy)) + 00 (%, ¥)
c;, U; Y-périodiques

et les conditions aux limites (7) et (8) qui n’interviennent
pas immédiatement, compte tenu de la remarque précé-
dente (x paramétre, probléme posé sur Y avec conditions
aux limites de périodicité).

On remarque tout d’abord que l'équation (14) entraine
du fait du caractére positif non dégénéré de A que :

QD DY(UO(X, y))=0.

Donc Uy(x, y) est de la forme a(x) + b(x) X y. Du fait
du caractére Y-périodique de Uy b(x) =0, si bien que
Uy(x, y) est une fonction qui ne dépend que de x et
que nous noterons Uy(x). Du point de vue mécanique,
D, (UO (x, y)) = 0 signifie que U, (x, y) représente, 3 x fixé,
un petit mouvement de corps rigide qui est une translation
du fait que U,(x, y) est Y-périodique, donc Uy(x, y) ne
dépend que de x : Uy(x).

En prenant ensuite di v, de I'équation (16) et en se servant
de I'équation (13), on obtient :

(18) div,[A() (D,(U;))] = —div,A(»).D,(Up)
avec
div, A(y) € E(Re; RG) ([1]; communications personnelles).

En composantes cartésiennes, I’équation (18) s’écrit :

9 .
19 o, (ajjkhekh (1)) =— &en (Up)-
j ¥ jox
La résolution de (18) conduit aux six correcteurs classi-
ques de base y; [5] correspondant aux six vecteurs de base
D; de R® : En posant D, (Uy) =D,'A, (U,) (les ‘A sont
les composantes de D, dans la base D; [1]), & chaque D,

8aijkh

est associé une fonction y; appelée correcteur [3, 4, 5],
fonction Y-périodique solution de I’équation obtenue a
partir de (18) pour chaque vecteur de base.

En coordonnées cartésiennes, en désignant par y™(y)
le vecteur défini & une constante additive prés par I’équation
issue de (19) :

0

@0) oy,
¥ Y-périodique

oy;

7]
(aijkhekh (er)) =+ — a;,,(5)
y i

on retrouve les correcteurs classiques [5, 6]. D’olt la solu-
tion générale de (18) :

@ U@y =—50)8,0) + U@
les y correspondent aux correcteurs classiques dans
I'équation définissant y et U, (x) est une fonction arbitraire
pouvant étre négligée si les correcteurs sont astreints a
satisfaire une condition de moyenne nulle [20].

L’'équation (16) détermine alors o,(x, y), selon :

@) oy(x y) = AW ((Di— Dy (1)) ', (Us)
ou encore :

@3) op(x 1) = (A — &) (D, (1) ' D) (D (Up))-

En coordonnées cartésiennes et en utilisant la notation
classique th pour les correcteurs, on obtient :

@4) oo, (x y) = (25680 — 83 rsers (X ) Jeg
y x

On remarque ensuite queJ (18) = 0 car :
: Y

div, o, (%, V)= o,(%, ¥)ny, 0Y
Y Y
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désignant le bord de la cellule de base et n, la normale
unitaire extérieure & Y; et de plus o, (x, y) est Y-périodique
(valeurs égales deux & deux sur les faces opposées de la
cellule Y). Par conséquent le second membre de I'équation
(18) vérifie la condition d’intégrabilité suivante :

(25) J div oy(x, y) +J e (MU (x) = 0.
Y Y

Cette condition correspond dans le cas général 4 « I'alter-
native de Fredholm » déja utilisée dans les références
[3, 4, 8]. I est a noter que c’est cette condition qui donnera
Iéquation d’équilibre dynamique du milieu homogéne
« équivalent ».

En portant l'expression de oy(x, y) (équation (23))
dans (25), et en désignant par EO(X) (resp. 5 (¥)) la valeur
moyenne de o,(x, y) sur Y (resp. la valeur moyenne de
p(y) sur Y) selon :

. 1 .
@) 5 = — J (A —AW) (0,(x) D)
Y (DX(UO))dy

~ 1
@ =— | end
P Y] YP y)ay
on obtient l'équation d’équilibre dynamique suivante :
e U
(28) divoy(x) + prgUy(x) =0 dans Q.
On réécrit (26) sous la forme :
(29) o) = QD (Uy(x)) dans Q
avec :

1 .
60 0=— J [0 — &) (D, (1)) D] dy.
A Y

En composantes cartésiennes, on a en désignant par
qi}-'khles composantes de Q (tenseur symétrique) :

1
@l Gy = 57 J (210 () — 25 (X" ) ]
Y 14

avec les conditions aux limites issues naturellement de
(T) et de (8) :
(32) So(x)n =0
33 Uy(x) =0

sur 0Qp

sur 00

Le probléme spectral homogénéisé s’écrit alors :
Trouver 2, eR™ et (Uy(x), 6y(x)) solutions de (28), (29),
(32), (39).

On peut obtenir & nouveau un systéme en U,(x) seul et
résoudre alors classiquement le probléme par la méthode
des éléments finis & partir du principe variationnel classique
« en déplacement » du probléme homogénéisé [1] :

Trouver

Ao eR% et (UO(X) eV = { v(x) l v(x)e [HI(Q)]3, v a0 = 0}
U

tel que le quotient de Rayleigh :

;L Tr [0 (Up) D (Uo)]v

1.
5PLI%IZ

soit stationnaire sur V (le symbole Tr désigne la trace
d'un opérateur [1]).

D) [0?] =

Remarques

1) Ces résultats correspondent & ceux de [5, 6, 10] en
notant que pour ¢ = 0 ce n’est pas o4(x, y) qui intervient
et qui est donné par (23), mais sa valeur moyenne sur Y.

Ainsi la récupération des contraintes locales au niveau de
la cellule de base peut s’effectuer en utilisant Ia relation (23).
Ce point est important pour ’homogénéisation de structures
multiperforées si 'on désire récupérer les contraintes au
voisinage des trous (probléme de concentrations de
contraintes en dynamique) [5, 10, 11].

2) On retrouve le résultat que l'on obtiendrait par la
méthode des moyennes & savoir que la loi de comporte-
ment homogénéisée relie les valeurs moyennes des
contraintes aux valeurs moyennes des déformations (en

M\
effet, dans l’équation (29), Dx(Uo) =D, (Uo) puisque U,
ne dépend que de x). )

8) La méthode proposée, qui diminue I'ordre du systéme
en le ramenant 4 un systéme canonique, a eu pour effet
de découpler I'équation d’équilibre dynamique de la loi
de comportement & homogénéiser.

4) Le calcul des coefficients de Q intervenant dans la
loi de comportement homogénéisée (loi « anisotrope ») :

oo (%) = QDx(Uo(X))
s’effectue en deux étapes :

a) Résolution de I'équation (18) pour six vecteurs de base
en vue d’obtenir les six correcteurs de base. Cette résolu-
tion s'effectue par la méthode des éléments finis en utili-
sant un code standard de calcul par éléments finis. En effet,
aprés mise sous forme variationnelle du probléme statique
défini par (18) sur Y, l'opérateur est le méme que celui
intervenant dans le probléme de départ ou dans le numéra-
teur de I'équation (34) avec des intégrales portant sur Y
au lieu de Q.

b) Détermination des composantes de Q dans une base
cartésienne (xl, Xp X3 ) par exemple en utilisant une relation
dérivée de (30) ou de (3l) qui fait intervenir a nouveau
I'opérateur d’énergie potentielle du corps restreinte a
Y [5, 6].

Les codes standards d’éléments finis contiennent les
outils nécessaires a la résolution de a) et de b).

5) Nous n’avons pas examiné, dans le cadre de ce travail,
les problémes liés a1’étude de la convergence (convergence
faible)y du processus. Pour des systémes primaux, de telles
questions ont été examinées dans les références [12, 19].
Pour des systémes mixtes, et pour des problémes voisins,
nous renvoyons a [25].

IV. — APPLICATION A UN PROBLEME
D’ORDRE DEUX :
CAS PARTICULIER DE LA BARRE VIBRANT
EN TRACTION-COMPRESSION

Considérons une barre hétérogéne a structure périodi-
que vibrant en traction-compression et encastrée a ses
deux extrémités.

Le probléme spectral dérivé des équations (8) a (8)
s’écrit :

Trouver »*eR™ et (Us, o) tels que :

do® -~
(35) = + 2 °U* =0 dans Q =10, L[
X

(36) o® = E°U® dans 10, L]
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(E’s désigne le module d'Young du matériau).

(GY4) U*=0 pour x =0et x = L.
Le caractére unidimensionnel du tenseur des contraintes
simplifie encore davantage la méthode mixte proposée
(la méthode primale directe est plus complexe).
Les développements :

o®(x) = oy(x, y) + €0,(x, ¥) x

. our y = —

Uf(x) = Uy(x, y) + €U (x, ¥) €
A= + ..

qui correspondent & (10), (11), (12) conduisent alors aux
systémes mixtes suivants aux ordres — 1 et O en ¢ :

(38) o 0
d—y (Xl Y) - )

oy U, Y-périodiques

duy(x, y)
@) [Ep) 2~ =0
et
do, (x, y) day (%, ¥)
(40) e ey, )
dy dx
du, (x, ) dU,
@) [Ep) "= —E@p) — +0x 7)
dy dx .
avec 6y, U, Y-périodiques.

Les équations (38) et (39) montrent que o, et U, ne dépen-
dent que de x.

doy(x, y)
@

La condition d'intégrabilité de (40) :
y dr

entraine :

doy .
) | gy T @ =0
5 désignant la moyenne de p(y) sur Y.

De méme, aprés division par E(y) (quantité strictement
positive), on a une condition d’intégrabilité de (41) qui
s'écrit (puisque U, est Y-périodique) :

du, 1
——F -0y |dy =0
v dx E@y)

(43 Gg(%) = —— —

d'ont :

qui représente la loi de comportement homogénéisée et
qui fait intervenir I'inverse de la moyenne de linverse du
module d’Young sur une cellule élémentaire. Ce résultat,
vrai uniquement en unidimensionnel, peut se trouver
physiquement directement : il s’agit de la raideur d'un
systéme de ressorts en série.

Correcteurs de formes propres

En utilisant le méme procédé que celui indiqué dans
I,1, il suffit de dériver (41) pour obtenir le correcteur de
forme propre conduisant a :

duo
U y)=—x()—
dx
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¥ (y) étant solution de (18) :
dy(y) dE(y)
dy dy dy
y(y) Y-périodique.

Le systéme (44) se résout aisément par la méthode des
éléments finis, aprés une intégration par parties de la

quantité 8y qui correspond a la formulation varia-

tionnelle du probléme statique défini par (44) selon :
Trouver y(y) Y-périodique tel que
dy ddy, ddy,
(45 E(y) - —dy=| —E@)
Y dy dy y
v3y Y-périodique.
que l'on résout de fagon classique par la méthode des
éléments finis (au second membre de (45), E(y) joue le

role d'une force de volume donnée si l'on utilise un code
de calcul de structures).

Application numérique [19]

On considére une barre formée a partir de la cellule de
base suivante (fig. 4). :

E p
Ex P1
E1 P2
y N y
07y y3yy 0"y Y3ry
474 4 2 4
\ gl
g_% Z
7zZHMlZzZ R ZZ 7! Z
ﬂ . eY

Fig. 4. — Barre hétérogéne. Cellules de base.

Deux problémes ont été traités (longueur L de la barre :
1m):

1) E, =0,1.10"2N/m? ) (1

) Er " f 2) —} =0,1333.10% N /m?
E, = 02.10%N/m? | \E
ey = 9000 kg /m®

¢ = 8475 kg /m®

¢y = 7850 kg /m® (

A )

1

(Z‘) = 0,381.10'" N/m?

2) E, = 0,2.10"N/m?
E, = 0,2,10"*N /m?
p; = 9000 kg /m®
0; = 7850 kg/m?

% ¢ = 8478 kg /m®

Nombre d’éléments finis utilisés pour le probléme
« homogéne » : 50. En ce qui concerne le nombre d’élé-
ments finis utilisés pour le probléme « hétérogéne », deux

1 1

cas ont été considérés 1 e = 1—0 et ¢ = 5‘76; dans chacun des

cas, un seul élément fini par période a été utilisé.

Résultats sur les fréquences

Le tableau I ci-dessous donne les résultats et montrent
la validité des méthodes d’homogénéisation.

>
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TABLEAU I,
Hétéro- Hétéro- Hétéro- Hétéro-
Homo- géne Erreur géne Erreur Cas 2 Homo- géne Erreur gene Erreur

Cas 1 géne _1 % 1 % as géne e = 1 %, e o 1 %

£= 10 £= 50 =10 =50
| 75 198,9 198,7 1,0 198,9 0,0 fi- . . 106,3 103,6 2,4 103,9 2,2
fo o oo 397,5 396,0 1,3 397,7 0,5 for o« o . 212,6 205,6 3,3 207,6 2,3
fa « « o .. 595,8 590,7 6,9 596,4 1,0 fso o o o 318,7 304,2 4,5 311,3 2,3
fo o« o o . 793,5 781,1 15,6 795,0 1,9 fae o« o o 424,4 397,5 6,3 414,7 2,3
fs « -« .. 990,5 965,0 25,7 993,2 2,7 fs:0 -« - . 529,7 483,3 8,8 517,8 2,3

Amplitudes

3 4 5
Fig. 5. — Quatriéme forme propre de vibration (courbe n° 1).
El = 0,2.101
E2 = 0,2.10m (cas 2)

1. La courbe moyenne est la courbe homogéne.

2. Courbe hétérogéne (s

7o)

3. Courbe homogéne corrigée.

Calcul homogénéisé :
Calcul hétérogéne
Calcul hétérogéne

Ay = 4244 Hz.
: A0 =3 975 Hz (= = 1/10).
: 280 = 4 147 Hz (¢ = 1/50).

Le calcul de x(y) & l'aide de (45) a été effectué en utilisant une interpolation linéaire de y avec quatre éléments finis dans

une période.

V. — APPLICATION A UN PROBLEME
D’ORDRE QUATRE :

VIBRATIONS HARMONIQUES
D'UN ANNEAU ISOTROPE,
HETEROGENE A STRUCTURE PERIODIQUE
(EN THEORIE CLASSIQUE DES POUTRES)
DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES MIXTES

On applique les considérations du paragraphe IIl au cas
d’un opérateur complexe d’ordre quatre avec la simplifica-
tion due au caractére unidimensionnel de la structure.
S (resp. I) désigne l'aire de la section de l'anneau (resp.
I'inertie de section), R le rayon, E le module d’Young;
u®(x) et v®(x) désignent les composantes inconférentielle
et radiale du déplacement (x € ]0, L[, L = 2=R).

Le probléme spectral s’écrit au moyen du quotient de
Rayleigh :

Trouver 2° eR™, (us, Vs) eV
V= {(u, WeH (10, L) x HA(]0, L] | u(0)= u(L), v(0) = v(L),

dv © dv 5 .
— = — , tels que :
dx dx( d

“e) [»]=
1 "Ess dut v¥\? 1 LEEIId dv®  ut\\?
2,5 7) 2 ), TG e

_ »

0

soit stationnaires (Hz(]O, L[) désigne l'espace de Sobolev
d’ordre 2).
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Les équations en déplacements qui en résultent sont :

d du® v®
— | ESS — — — |} +
dx dx R

d

La complexité de ces équations nous conduit a introduire
les variables duales :

13

48) N°(x) = E(»)S d v
(48) N°(x) = E(y) &= 7 N
avec y = —

d?ve  1du® c
+___
dx? R dx

(49) Me(x) = E(J’)I(

N® et M® désignent respectivement l’effort normal et le
moment fléchissant. Les équations (47) donnent alors les
équations d’équilibre classiques [2], correspondant & un
principe du type Hellinger-Reissner issu de (46) :

d M*
— | NE + —)+ ps)\zus =0
dx R

NE
-t

(80)

oz2 M®

(81) + 05AEYE = 0.

En effectuant les développements formels (ordre 1 en ¢
pour N® et u®, ordre 2 pour M® et v® dans le systéme
mixte (48), (49), (50), (51) selon :

NE(x) = No(x, y) +eNj(x, 7) + ...
@2 ME(x) = My(x, 7) + My (x, y) + e My(x, y) + ..
ut(x) = ug(x, ) +euy (x5, 9) + ...
[ V@) = vy(x, ) +evi(xny) + Pry(x, p)

avecA®* = Ay + ..., ¥ = i:’ et (up, m); (Vo vi v2 )i (Nou NV

(Mo, My, Mz) Y-périodiques, on obtient trois systémes
mixtes aux ordres — 2, — 1 et 0. Les équations obtenues
aux ordres — 2 et — 1 entrainent la dépendance en x seul
des fonctions ug, N, et Vo Vi My, M;.

PAR DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Le systéme a l'ordre 0 s’écrit :

[ @ +M1 o d M,
— 1IN — ) =— u N
AU PRt 12 +R

c? M, — oo N, d?

— = Vg + — — — M,(x

72 2 = f)A Y, R ae o(®)
(83)

0, M ro_di

oy ' SEG) R dx

c? M, N, vy d?r,

—_— VY, = — —_—— —_—

ay* *IEGy) SRE(G) R di?

Les conditions d’intégrabilité de (53) conduisent alors
aisément au probléme homogénéisé avec un module

1 ~
d'Young égal & == et une masse linéique égale 4 p (moyen-

(4

nes effectuées sur Y). On obtient de plus les correcteurs
définis par :

d dxl dE
— E(y)—
(59) dy dy dy
%1 () Y-périodique
et
d? £ )dxz d2E
_— y)— = —
(85) dy* Tdy* dy?-

%o (¥) Y-périodique

et conduisant a :

14 du
g u % ) = 1,0 [~° - Ef]

1duo

(56)
2 Va(X: y) = ~— %27 ["“— +—

d? VO
X

1) Vibration d’une arche demi-circulaire encastrée

Applications numériques [19]

Les caractéristiques géométriques sont les suivantes :
I =39417,10%m*
S = 0,008 m?
R=1m.

Les caractéristiques mécaniques sont les mémes que
pour la barre en traction-compression.

Résultats sur les fréquences (tabl. II)

TABLEAU 11,
Hétéro- Hétéro- Hétéro- Hétéro-
Cas 1 Homo- geéne Erreur géne Erreur c Homo- géne Erreur geéne Erreur

as géne _1 % _1 % as 2 géne _1 %, _1 %,

£=70 =50 €71 =50
fi « . .. 100,1 99,2 0,9 100,0 0,1 fio « o .. 53,5 51,2 4,3 52,2 2,4
fo o o o .. 215,8 213,3 1,2 215,6 0,1 far o o .. 115,4 103,6 5,3 112,5 2,5
fa o oo .. 402,9 397,1 1,4 402,6 0,1 fa. « v . 215,5 203,2 57 210,0 2,3
fo - o . .. 533,1 530,1 0,6 532,9 0,05 fae « o o . 285,1 274,5 4,0 278,2 2,4
fs « « o .. 707,5 701,5 0,9 707,2 0,05 fse « v . . 378,4 361,8 4,4 369,1 2,5
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" Résultats sur les formes propres (fig. 6), courbe 2

2) Vibrations d’un anneau hétérogéne

Les caractéristiques géométriques et mécaniques sont
les mémes que celles de l'arche demi-circulaire.

Résultats sur les fréquences (modes symetnques du pro-
bléme homogénéisés) tableau III.

Fig. 6. — Formes propres, mode n° 5 (courbe n° 2),

1. Calcul homogene. 3. Calcul hétérogene.
2. Configuration initiale.

TABLEAU Iil.
Hétéro- Hétéro- Hétéro- Hétéro-
Cas 1 Homo- géne Erreur géne Erreur Cas 2 Homo- géne Erreur géne Erreur

as géne = 1 % . = 1 % as géne _ 1 % _1 %,

=10 =50 £=70 °= %50
fi o .. 61,5 61,5 0,1 61,5 0,0 fio - o .. 32,8 32,1 2,1 32,1 2,0
fa o - o .. 173,8 173,7 0,4 173,8 . 0,0 for - o .. 92,9 90,7 2,4 90,8 2,3
fa « « « . 333,3 333,0 0,9 333,2 ! 0,4 far o o v 178,2 173,6 2,6 174,0 2,3
fa o o . .. 538,9 538,1 1,5 538,7 0,4 for o .. 288,2 280,1 2,8 281,3 2,3
fs « « « .. 633,1 633,0 0,2 633,1 0,0 fs: « . . 338,6 330,4 2,3 330,6 2,3

Résultats sur les formes propres (fig. 7), courbe 3

On peut constater la trés bonne validité des résultats obtenus.

1et3

ZAAN:
N4

Fig. 7. — Formes propres, mode n° 4 (courbe n° 3).

1. Calcul homogéne. 2. Configuration initiale. 3..Calcul hétérogéne.

VI. — CONCLUSION

La méthode proposée permet, en ramenant le systéme
d’équations aux dérivées partielles & un systéme canoni-
que, d’effectuer simplement les développements asymp-
totiques qui seraient inextricables sur le systéme primal
(cf. équations de I'anneau élastique). Les résultats numéri-
ques obtenus montrent l'intérét en vibrations des métho-
des d’homogénéisation en vue d’applications concrétes
nouvelles,

Des extensions sont actuellement en cours pour l'étude
des correcteurs de fréquence. Un autre théme d’étude est
constitué par les vibrations de structure de révolution
raidies (éventuellement partiellement remplies de liquide
sur la base des travaux de [22, 23, 24], références incluses)
en ramenant notamment le probléme d’ordre 4 & un pro-
bléme d’ordre 2-en utilisant des techniques de régulari-
sation.

Manuscrit remis le 15 février 1979.
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