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MÉCANIQUE DES SOLIDES ÉLASTIQUES. - Principes variationnels symétriques
couplés de type primal-dual en élastodynamique linéaire. Note (*) de Roger Ohayon et
Roger Valid, présentée par Georges Duvaut.

On présente une formulation variationnelle couplée symétrique primale-duale en élastodynamique en
introduisant un champ auxiliaireinconnu. On obtient des conceptsgénéralisés de masse ajoutée. On retrouve en
particulier le cas de l'interaction fluide-structureen milieu borné.

MECHANICS OF ELASTIC SOLIDS. - SymmetricPrimal-DualCoupled Variational Principes in Linear
Elastodynamic.

Symmetric primal-dualcoupled variationalformulationsare presentedby using an auxiliaryfield variable in the
région where the dual-stressvariable is chosen. Fluid-structure interaction is presentedas a particular case.

INTRODUCTION.
— Le problème du calcul précis des contraintes en mécanique est

souvent mal résolu par application de formulations variationnelles de type primai, c'est-
à-dire où le champ inconnu est le champ de déplacement. On peut alors recourir à des
formulations de type complémentaire ([1], [2]) ou mixtes [2] appliquées dans une région
localisée de la structure, la formulation primale restant appliquée dans le domaine
complémentaire.

Si le couplage de ces formulationsest aisé en élastostatique,il n'en est pas de même pour
le couplage du principeprimaiet du principe dual complémentaire [3] en élastodynamique,
principe dans lequel les rôles des énergies potentielles et cinétiques sont inversés.

Le couplage direct conduit à une formulation non symétrique qui ne relève pas de
formulations énergétiques traduisant un comportement de système conservatif. De plus,
après discrétisation par éléments finis, on obtient un système matriciel non symétrique
impliquant des algorithmes spécifiques coûteux.

Nous proposons une méthode de couplage conduisant à une formulation variationnelle
couplée symétrique en introduisant un champ inconnu auxiliaire déjà utilisé pour des
problèmes de vibrations en élasticité [4] et en interaction fluide-structure ([4], [5], [8]).
Après avoir présenté le cas de l'élasticité linéaire tridimensionnelle et discuté, pour des
sollicitations extérieures particulières, des opérateurs dits de masse ajoutée, on analysera,
comme cas particulier, celui de l' interactionfluide-structure en milieu borné.

1. NOTATIONS. HYPOTHÈSES. ESPACES ADMISSIBLES. —
La structure occupe un domaine

borné Q constitué de deux sous-domaines Q0 et Qx (Q0 U fit =OE, &o D ^i = ®) séparés
par T. Elle est encastrée sur E0 u et Zi u. Elle est soumise à des forces volumiques f0 et f1

dans Q0 et fii ainsi qu'à des forces surfaciques F0 et Fx sur Z0 F et £i
F- no est la normale

à T extérieure à Q0-

On se place dans le cadre de l'élasticité linéaire et on s'intéresse aux petits mouvements
à partir d'un état d'équilibre naturel. p(M)>0 est la masse volumique du corps à
l'équilibre. u(M, t) désigne le champ de déplacement (variable primale dans Qi). Le
tenseur des contraintes cr(M, t) [variable duale dans Q0 est relié au tenseur des
déformationsD(M, t) au travers de l'opérateur linéaire de l'élasticité A ou de son
inverse B]. A possède les propriétés usuelles de symétrie et d'ellipticité.
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La barre désigne la transposition dans Rs et Tr est le symbole Trace [2]. On utilisera une
notation classique pour les problèmes d'évolution [6] :

On introduit les espaces fonctionnels suivants :

X est muni du produit scalaire [6] :

S0 est l'espace des champs de contraintes statiquement admissibles homogènes dans fi0.
(H(Div, fi) est l'espace classique des formulations complémentaires [6]).

2. FORMULATION COUPLÉE NON SYMÉTRIQUE EN (U, U).
—

En utilisant le principe
d'Hellinger-Reissner modifié [2] en élastodynamique dans fi0 et en tenant compte de
l'équation d'équilibre dynamique pour éliminer la variable déplacement dans fi0, on
trouve le résultat suivant :

Trouver (u, a) eU x SFntel que :

avec des conditions initiales sur u(0), u'(0); CT(0), a'(0).
Les formes bilinéaires de couplage ne sont pas symétriques l'une de l'autre :

La liaison de type Dirichlet(dans notre cas) a n0= F0110
F

devient o*"n0= -F0\zOF, soit
a* n0 = —

<ï>o 110
F-

En introduisant l'espace admissible S<j,0 [analogue à SF0 (6)] on démontre
le résultat suivant :
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Avec des conditions initiales sur (u, u'), (a, a') et également sur (or*, a*') trouvées comme
solutions d'un problème variationnelstatique issu de (9)2-

Remarques.
—

1. On aurait pu obtenir à partir de (7) une formulation symétrique en
(u, a) mais elle aurait fait intervenir des dérivées du 4e ordre en temps nécessitant des
algorithmes non standards (ou du 2e ordre/, en (u, a**)), a= —a**' avec un 1er ordre en
t).

2. On aurait pu, comme dans [6], effectuer une translation d'espace en relevant :

O0|Ï0Fdans fi0(a*n0=-O0|LoF).

3.2. Cas où seul le domaine fix est soumis à des sollicitations non nulles. Opérateur de

masse ajoutée.
—

fo = 0, Fo = 0. Dans ces conditions, on démontre que la formulation à
3 champs (M, a*, a) se ramène à une formulation symétrique à 2 champs (u, a) sans
augmenter le degré de dérivation en temps : la formulation reste du 2e ordre. Ceci
s'effectue au travers de l'opérateur de masse ajoutée indépendantdu temps, défini comme

Les données provisoires (a, ur) devant vérifier la condition d'existence :

On a trouver (u, a)eUx(L2(fi0))6 satisfaisant (11) et tel que :

Remarques. —
(1) Cet opérateur m, dit de masse ajoutée, et défini ainsi de façon

originale, représente mécaniquement l'énergie cinétique dans fi0 exprimée en fonction
de a et u|r au travers d'un problème statique définissant a*; il a donc bien été défini de
façon indépendantede t.
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(2) En vibrations [7], on retrouve le fait que m est indépendant de la pulsation
propre a>([4], [5], [8]).

Interprétation mécanique des conditions d'existence (11) et d'unicité (a*eSo).
—

On
montre que :

(1) (11) o3 un relèvement u de uT dans fi0 tel que : a=AD(«) avec AD(«).no= 0 sur
^o

F-
(2) (a*eS0)o3u* dans fi0 tel que cr* = AD(u*), AD(u*)no = 0 sur E0F-
En reportant dans (10), (12) les relations a = AD(u) et a* = AD(u*) on retrouve le

principe primai dans fi0. Ces deux résultats peuvent être étendus au cas de domaines non
simplement connexes [2].

4. INTERACTION FLUIDE-STRUCTUREEN MILIEU BORNÉ. —
Considérons un fluide parfait

compressible dans une structure élastique, a devient la pression —p. a* est le potentiel des
déplacements cp (à p près) : p= —pep". Pour un fluide barotrope, B devient 1/pc2, c étant
la célérité du son dans le fluide. On obtient une formulation en (u, p, <p) comme cas
particulier de (9), (10), (11), (12). CT*eS<i>0 se simplifie car il s'agit alors d'un espace
orthogonal aux fonctions de gradient nul (dimension finie) au lieu de divergence nulle
(dimension infinie) ([4], [5], [8]).

Remarques. — (1) Dans le cas général où il y a une surface libre et des phénomènesde
tension superficielle, on a une inconnue auxiliaire de plus, le champ r\ de déplacement
normal de la surface libre ([4], [5]) (formulation à 4 champs).

(2) Dans le cas général, le problème peut se décomposer en 3 sous-problèmes : le
problème hydroélastique, le problème de ballottement et le problème acoustique ([8], [5],
[4]).

CONCLUSION.
— Des formulations variationnellessymétriques couplées de type primal-

dual en élastodynamique ont été établies. Ces concepts ont pu être étendus au cas des
coques. Parmi les problèmes ouverts, citons celui de la résolution numérique efficace
de (9). Il est à noter que dans les méthodes d'éléments finis mixtes en statique on cherche
à se placer dans un espace de type S, tandis qu'en élastodynamique on se place dans un
espace orthogonal, problème non classique [9]. Le cas de l'interaction fluide-structurepar
contre est traité commodément d'après les remarques du paragraphe 4.

(*) Remise le 17 octobre 1983.
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